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摘  要：以极限分析下限法理论为基础，应用有限单元思想离散结构物，建立了同时满足平衡条件、应力边界条件、屈服条

件和应力间断条件的静力许可应力场，其中孔隙水压力被当作一种类似于重力的外力荷载。引入线性数学规划手段后，得到

了考虑孔隙水压力的边坡稳定的下限法数学规划模型，由此可以求出安全系数的下限解及其对应的应力场。最后，以 2 个经

典的土坡为算例，与多种方法的分析结果比较，论证了该方法的正确性。 
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Lower bound analysis of soil slope stability using finite 
elements subjected to pore water pressure 
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Abstract: Based on the theory of lower bound limit analysis, finite element are used to discretize the mechanism. The statically 
admissible stress fields that are satisfied the conditions of equilibrium, stress boundary, yielding and stress discontinuity, are 
constructed. The pore water pressure is considered as an external force, similar to gravity. By using the idea of linear programming, 
lower bound limit analysis models of mathematical programming for slope stability are established; the model can evaluate the safety 
factors and stress field of lower bound. Finally, taking two classical soil slopes for examples of calculating slope stability, the 
comparisons among the results of various methods are made. The results indicate the correctness of the method and the program. 
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1  前  言 

边坡稳定性问题在岩土工程界一直被广泛关

注。很多年以来，许多学者致力于这方面的研究，

取得了丰富的研究成果。在实际应用中，目前采用

最多的分析方法是刚体极限平衡法，但由于其引入

了许多假定，使得边坡在极限状态时既不满足静力

容许条件，也不满足机动容许条件，所以由刚体极

限平衡法得到的解只是近似解。 
塑性极限分析法中的上、下限理论为寻求边坡

稳定的精确解提供了一条新的思路。上、下限法具

有严格的理论基础和物理意义，但长期以来如何构

造上限法的机动容许位移场和下限法的静力容许应

力场一直是个难点，直到有限单元法被引入塑性极

限分析领域才成功地解决了这一困难。值得一提的

是，1988 年澳大利亚学者S.W.Sloan将下限法与有限

元法相结合，考虑单元之间相邻边上的应力间断，

将理想塑性土体的平面应变问题的下限分析归结为

求解一个线性规划问题，并成功地应用于地基承载

力计算，得到了精确的结果[1]。1995 年Sloan又提出

了考虑速度间断的上限有限元塑性极限分析法[2]。 
笔者也一直致力于塑性极限分析方面的研  

究[3～5]。本文在文献[3，4]研究基础上，考虑边坡中

孔隙水压力的作用，提出了考虑孔隙水压力的土坡

稳定性的有限元下限分析法。 

2  考虑孔隙水压力的下限法数学模型 

在用有限单元离散结构的基础上，考虑单元各

结点的孔隙水压力的作用，以结点有效应力为未知

量，根据下限法静力许可场的约束条件和边坡稳定
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的目标函数，可以建立考虑孔隙水压力的下限法数

学模型。 
2.1  孔隙水压力 

孔隙水压力的影响是边坡稳定性分析中需要考

虑的一个关键因素。土的抗剪强度与土体内的孔隙

水压力密切相关。本文采用简化方法确定各点的孔

隙水压力大小，假定土体内流场的等势线是铅直的，

某点的孔隙水压力的水头等于该点至浸润线的铅直

距离。在考虑孔隙水压力对土体结构的作用时，把

孔隙水压力看作是一种外力荷载，其作用类似于重

力荷载。把土骨架当作极限分析有限元法中的研究

对象。 
2.2  结构的离散 

本文结构物离散采用与文献[4]相同的方式，考

虑孔隙水压力后，每个节点增加一个孔隙水压力变

量，如图 1 所示。 
 

 
图 1 下限法单元应力模式 

Fig. 1  Stress of lower limit method 
 

则单元内任意一点的应力分量可表示为结点应力分

量的线性函数，即 
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式中  x ， y 为单元内部任一点的有效正应力；

xy 为单元内部任一点的剪应力； xi  ， yi  为 i 结点

处的有效正应力； xyi 为 i 结点处的剪应力； pp 为

单元内部任意一点的孔隙水压力； ipp 为 i 结点处的

孔隙水压力； iN 为形函数，具体表达式参见一般有

限元著作。 
2.3  下限法约束条件 

下限法约束条件如文献[4]所述，包括：平衡方

程约束、应力间断面连续条件约束、应力边界条件

约束、屈服条件约束，前 3 个为线性等式约束，最

后一个为线性不等式约束。在这 4 个约束条件中都

要计入孔隙水压力的影响，详述如下。 

2.3.1 单元平衡约束条件 
考虑孔隙水压力后，平面问题平衡方程的一般

形式为 
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式中 为材料的重度。将式（1）代入式（2），即得

三角形平衡方程的结点应力表达式。写成矩阵形式

如下： 
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由式（4）可知，根据平衡条件每个单元可得到

2 个等式约束，其中 i ， i ， i 的具体表达式参见

一般有限元著作。 
2.3.2 应力间断面连续约束条件 

图 2 所示 A，B 两个相邻单元，d 为一个倾角

是 d 的应力间断面。根据间断面的平衡条件，必须

保证相邻边上应力的法向分量 d
n  和切向分量 d 大

小相等。因而对图 2 所示的任意公共边上的应力应

满足： 
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对于任一条与 x 轴夹角为 d （逆时针方向为

正）的公共边，其法向分量、切向分量可用整体坐

标下的应力分量表示为 
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由应力间断面连续条件，式（5）可变为 
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通过坐标转换，可得到上式的用整体坐标下的

应力分量表示的矩阵形式： 

点连续 

点连续 
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由式（8）可知，任一条公共边将产生 4 个等式

约束。 
 

 
图 2 单元之间应力不连续面 

Fig.2  Stress discontinuity between elements 
 
2.3.3 应力边界约束条件 

对于边坡问题，作用在边界上的复杂边界荷载

（图 3）都可以分段地用线性分布荷载逼近，根据

下限定理的应力边界条件有： 
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实际上只要结点应力满足下面条件即可保证式
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通过坐标转换，将式（11）写成整体坐标下应

力的矩阵形式： 
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由式（12）可知，每条应力边界将产生 4 个等

式约束。 
 

 
图 3 下限法应力边界条件 

Fig.3  Stress boundary of lower limit method 

 
2.3.4 屈服约束条件 

本文采用 Mohr-Coulomb 屈服准则。对于平面

应变问题，根据有效应力得到的 Mohr-Coulomb 屈

服准则可表示为 
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式中  c ， 分别为材料的凝聚力和内摩擦角。按

照文献[4]中将屈服条件线性化的方法，可以得到用

有效应力表示的屈服条件约束矩阵：  

  nnn
yieldyield bA             （15） 
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A，B，C，D，p 的意义参见文献[3]。由式（15）
可知，每个结点可产生 p 个不等式线性约束。 
2.4  下限法目标函数 

在本文中只考虑自重作为外荷载的情况，建立

以下两种目标函数。 

（9）

结点 

结点 
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2.4.1 求重度超载系数的目标函数 
求重度超载系数的目标函数为 

Tmax :        C x                   （17） 

其中，  
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由式（17）可得到重度的极大值 ，则重度超

载系数  /1 k ， 为材料的原始重度。 
2.4.2 求强度储备系数的目标函数 

采用强度储备系数来定义安全系数，即  

2 0 0tan / tan /k c c          （19） 

为避免非线性规划问题，本文采用与文献[7]类
似的迭代法思想求解。 
2.5  线性数学规划问题的最优化 

综合前面讨论的平衡方程、应力间断条件、应

力边界条件、屈服条件和目标函数，对式（3）、式

（8）、式（12）、式（15）、式（17）进行集合并整

理，得到下限法线性数学规划模型： 
Minimize： TC x                  

Subject to:  1 1 2[ ]   ;  [ ]X B XA A ≤ 2B   （20） 
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E为单元总数；D 为各单元公共边总数；L 为单元

边界边总数。式（20）为一个线性数学规划问题，

在本文中采用内点算法[8]求解。 

3  程序编制 

根据所建立的数学模型，编制了考虑孔隙水压

力的边坡稳定下限法程序 LBLPW.FOR，程序包括

以下四部分内容： 
（1）前处理：用离散化的网格代替连续实体

结构或求解区域，生成计算模型所需要的单元、结

点、公共边、边界等信息，并输入材料参数、边界

条件或约束、各类荷载信息等。 
（2）构建数学规划模型：根据前处理程序生

成的单元、结点、公共边、边界等信息，以结点应

力为未知量，由单元平衡条件、应力间断面连续条

件、应力边界条件等、屈服条件，生成相应的约束

矩阵，并由建立目标函数，生成下限法线性规划模

型。 

（3）优化求解：对于生成的下限法线性规划

模型，使用优化算法进行优化计算，求出极限静力

许可应力场。 
（4）后处理：对计算结果进行分析、整理和归

纳。 

4  算  例 

根据上面介绍的方法，采用编制的下限法程序

对 2 个经典边坡的稳定性进行了计算，比较了多种

方法的计算结果，论证了本文方法的正确性。 
4.1  二维均质土坡算例 

图 4 所示边坡为一个均质土坡。J. Kim，殷建

华[10]等都对该边坡的稳定性进行了计算分析。为了

比较方便，本文选取与文献[10]类似的计算方案，

即深度系数 2D ， 10H  m， 45 ，均质土体

材料性质  18 kN/m3， c 20 kN/m3， 15 。水

头高度分别取： wH 2 m， wH 4 m， wH 6 m。

本文同样采用 3 种不同密度的网格进行计算，图 5
为细网格的示意图，计算得到的安全系数（强度储

备系数）见表 1。由于篇幅有限，只给出了 wH 4 m
时的密网格得到的主应力矢量图（图 6）。 

 
 

 

图 4  均质二维边坡断面示意图 
Fig.4  A simple homogeneous slope 

 

 
图 5  均质土坡有限元网格划分示意图（细网格） 

Fig.5  Grid of homogeneous slope for lower limit method 
(fine mesh) 

 

表 1  均质土坡安全系数计算结果 
Table 1  Results of factor of safety in example 1 

Kim 的计算结果 本文方法 Hw 

/m 下限法 上限法 
Bishop 法 

文献[9] 
结果 粗网格 中等网格 细网格 

2 1.101 1.23 1.166  0.885 0.942 1.048 
4 1.036 1.166 1.101 1.202 0.873 0.928 1.001 
6 0.971 1.068 1.068 1.096 0.842 0.903 0.964 

 

网格参数: 
1 680 个节点 
560 个单元 
798 条公共边 
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图 6  均质土坡主应力矢量图 
Fig.6  Principal stress vector diagram of 

homogeneous slope 
 
由计算结果可知，计算精度与网格的疏密程度

有关，网格越密，精度越高；但网格的加密也会导

致计算量的增加。坡体的稳定性随着地下水水头的

升高而减小，符合实际规律。 
4.2  二维非均质土坡算例 

图7为边坡为澳大利亚计算机应用协会(ACADS)
边坡稳定分析程序考核题[9]。边坡包含 3 个土层，

图中折线 ABCDE 为浸润线，土体力学参数详见表

2。此算例也采用 3 种不同密度的网格进行计算，  
图 8 为细网格示意图，计算结果见表 3，图 9 为密

网格计算得到的主应力矢量图。 
 

 

 
图 7  非均质土坡断面示意图 

Fig.7  An inhomogeneous slope 

 
表 2  算例 2 的土体材料力学参数 

Table 2  Soil parameters in example 2 

土层号 
粘聚力 c 

/ kPa 
内摩擦角 

/ (°) 
重度 

/ kN·m-3 

1 0.0 38.0 19.5 
2 5.3 23.0 19.5 
3 7.2 20.0 19.5 

 

 
图 8  非均质土坡有限元网格划分示意图（细网格） 

Fig.8  Grid of inhomogeneous slope for lower limit method 
(fine mesh) 

表 3  非均质土坡安全系数计算结果 
Table 3  Results of safety factors in Example 2 

本文方法 安全 
系数 

文献[9]   文献[10] 
粗网格 中等网格 细网格 

量值 1.230 1.217 1.136 1.194 1.211 

 

     

 
    

 

 
图 9  非均质土坡主应力矢量图 

Fig.9  Principal stress vector diagram of  
inhomogeneous slope 

5  结  语 

（1）边坡稳定分析方法研究是一个综合性研究

课题，本文在已有研究成果的基础上进行了深入地

研究，将有限元塑性极限分析下限法应用到考虑孔

隙水压力条件下的土坡稳定性分析，这在边坡稳定

数值分析方面有一定的理论参考价值，对塑性极限

分析法应用于边坡稳定分析有着十分重要的意义。 
（2）本文成功的在有限元塑性极限分析中考虑

了孔隙水压力的作用，孔隙水压力被当作一种外力

荷载作用于各结点之上，下限法中以结点有效应力

为未知量，在各约束方程中计入了孔隙水压力的影

响。 
（3）本文在确定孔隙水压力大小时作了简化处

理，如何更精确考虑孔隙水压力的作用是今后需要

研究探索的。特别是孔隙水压力与应力状态是耦合

的，在塑性极限分析过程中需要应用固结理论研究

孔隙水压力消散问题。 
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